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第8章 Z变换与离散时间系统的Z域分析

本章主要内容：

1. 从拉普拉斯变换导出Z变换的过程; 

2. Z变换的定义,收敛域的含义; 

3. 典型序列的Z变换; 

4. Z变换的主要性质及其证明方法; 

5. 利用变换的性质和典型序列的Z变换求更多

序列的Z变换; 

6. 常用序列的Z变换表; 
2



7. 用部分分式展开法求反Z变换; 

8. 离散时间糸统的系统函数及其与各个方面

的互求关系; 

9. 用Z变换解差分方程; 

10. 系统函数的极点分布与系统特性的关系; 

11. 离散时间系统的频率响应特性。
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8.1   从拉普拉斯变换导出Z变换

在连续时间系统中，为了避开解微分方程的困难，可

以通过拉氏变换把微分方程转换为代数方程。出于同样的

目的，也可以通过一种称为z变换的数学工具，把差分方

程转换为代数方程。

实际上，在时域（序域）解差分方程并不困难，特别

是求零输入响应。但是，求零状态响应时，用z变换就要

容易一些。有了z变换，更便于研究系统的性质。

对连续时间信号进行均匀冲激抽样后，就得到离散时

间信号。设连续时间信号为f(t)，每隔时间T抽样一次，这

相当于连续时间信号f(t)乘以冲激序列 。考虑到)(tT
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冲激函数的抽样性质，抽样信号 可写为：)(tfs


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对上式取双边拉氏变换得：
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 
+

−=

+

−

− −=
n

snT dtnTtenTf })]([)({ 


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snTenTf }1)({

在上式中令， ｚ也是一复数，则得

到

这就从抽样信号 的双边拉氏变换，经过恒等变

形导出了代表抽样信号的序列的双边Z变换,即

）（)(, nfnTfze sT ==−
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−=
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n

d
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d zFznfsF )(})({)(

)(tfs
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d znfzF })({)( （8.1-1）
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上式就是对序列 求双边Z变换的定义式。由于在

实际问题中，遇到的大多是因果序列，因此在（8.1-1）

式求号的下端是从n=0开始，这样一来，就引出了单边Z变

换的定义，如下式所示。

)(nf

（8.1-2）
+

=

−=
0

})({)(
n

nznfzF

对序列 求双边Z变换，用符号 Z d 表示，于是有

Z d （8.1-3）

也可以简记为 （8.1-4）

)(nf

)(})({)]([ zFznfnf d
n

n == 
+

−=

−

)()( zFnf d
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而对序列 求单边Z变换，用符号Z 表示，于是有

Z （8.1-5）

也可以简记为 （8.1-6）

对因果序列 求双边Z变换，按定义求和有

)(nf

)(})({)]([
0

zFznfnf
n

n == 
+

=

−

)()( zFnf 

=)]()([ nnf  
+

−=

−

n

nznnf })()({  )(})({
0

zFznf
n

n == 
+

=

−Z d （8.1-7）

由此可见，因果序列 的双边Z变换等于原序

列 的单边Z变换。在以后的讨论中，如无特别说明，

求Z变换都是指求单边Z变换。

)()( nnf 

)()( nnf 

)(nf
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还要指出的是，ｓ和ｚ都是复数，二者之间有下列关

系：

sTez =

z
T

s ln
1

=

复数ｚ所在的平面称为ｚ平面，复数ｓ所在的平面称

为ｓ平面，都是复平面。上两式给出了两个复平面的映射

关系。

（8.1-9）

（8.1-10）
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8.2  典型序列的Z变换

现在按Z变换的定义来求几个典型序列的Z变换，注意

求解过程中等号成立的条件。

8.2.1单位函数 的Z变换

根据Z变换的定义有：

)(n


+

=

−=
0

)()(
n

nznzF  ....)2(）1（）0（ 21 +++= −− zz 

1....001 =+++= （8.2-1）

在上式运算过程中，对复数Z在复平面的位置没有任

何限制，因此（8.2-1）式在Z平面全平面成立，也可说全

平面收敛。
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（8.2-1）式也可简记为

(全平面成立)       （8.2-2）

(8.2-2)式表明单位样值序列 和Z域函数 是

一对Z变换。

1)( n
1)( =zF)(n
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8.2.2单位阶跃函数 的Z变换

根据Z变换的定义有：

)(n


+

=

−=
0

)()(
n

nznzF  ....)2(）1（）0（ 21 +++= −− zz 

....1 21 +++= −− zz

这是一个公比为 的无穷等比级数列。当公比的

模 时，此级数发散；当 时，此级数收敛。

因此当 ，即 时有

（8.2-3）
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在上式运算过程中，对复数Z在复平面的位置的限制

是 ，因此（8.2-3）式在Z平面上是单位园外成立，

也可说在Z平面的单位园外收敛。（8.2-3）式也可简记为:

1z

1
)(

−


z

z
n （8.2-4）
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8.2.3指数函数的Z变换

根据Z变换的定义有：


+

=

−=
0

)()(
n

nn znazF 

....)(....)2(）1（）0（ 22110 +++++= −−− nn znazzaa 
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这是一个公比为 的无穷等比级数列。当公比

的模 时，此级数发散；当 时，此级数

收敛。因此当 ，即 时有
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11 −az

az

z

az
zaazzF

−
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1
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在上式运算过程中，对复数Z在复平面的位置的限制

是 ，因此（8.2-3）式在Z平面上是在以原点为

园心， 为半径的园之外部成立，也可说在Z平面的该

园的外部收敛。（8.2-5）式也可简记为:

az 

a

az

z
na n

−
)( az  （8.2-6）

在上式中，分别令 ， ， ，

，则分别可得：

Tea 
=

Tea -
= Tjea 

=
Tjea −

=

T

Tn

ez

z
ne






−
)(

（8.2-7）
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（8.2-8）

（8.2-9）

（8.2-10）
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8.3  Z变换的收敛域

通过上节计算3个典型序列的单边Z变换的过程，可归

纳总结出Z变换的收敛域如下。

定义：对于序列f(n)，使得f(n)的Z变换 存

在的z值范围称为Z变换的收敛域。

因为


+

=

−=
0

)()(
n

nznfzF


+

=

−=
0

)()(
n

nznfzF

....)(....)2()1()0( 210 +++++= −−− nznfzfzfzf

是一个Z的负幂次的无穷级数，要该无穷级数的和式存在，

必然要求

1)( 1 −znf znf )(即 （8.3-1）



18

上式表明，序列f(n)的单边Z变换的收敛域，一定是以

原点为园心的某个园的外部。而园的半径，则根据序列

f(n)的不同情况而定。

单边Z变换的收敛域，可在Z平面上表示，如图8.3-1所

示。

图8.3-1  单边Z变换的收敛域

顺便指出，求序列f(n)的双边Z变换时，讨论其收敛域的

情况则要复杂得多，要根据

序列的不同情况，分别进行

讨论。但是分析问题的基本

方法和上述的方法是一样的。
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当序列f(n)为双边序列时，其双边Z变换的计算可转换

成两个单边Z变换来计算，如果这两个单边Z变换的收敛域

都存在，且有公共的部分，则双边序列f(n)的双边Z变换一

定是以原点为园心的同心圆环。

对于双边Z变换，还可能出现这样的情况，不同的序

列在不同的收敛域条件下可能映射为同一个变换式。下面

举例说明。

例8.3-1 若两序列分别为 ，

试分别求其双边Z变换。

解：根据双边Z变换的定义式有：

)()(1 nanf n=



20

n

n
d znfzF −

+

−=
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利用8.2.3节的结果可得：

az

z
zF d

−
=)(1

az  （8.3-1）

【比较（8.3-1）和（8.2-5）两式的结果可知，因果序列

的单边Z变换和其单双边Z变换相等，且收敛域也相同。】

同样，根据双边Z变换的定义式有：

n

n
d znfzF −

+

−=

= )()( 22
n

n

n zna −
+

−=

= )1--(-  n
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][.... 12233 zazaza −−− +++−=

上式方括号内可看成一个首项为 ，公比也

为 的无穷等比级数，当 时，即 级

数收敛，且有：

za 1−

za 1−
11 − za az 

az

z

za

z

za

za
zF d

−
=

−
−=

−
−=

−

−

1

1

2
1

)( )( az  （8.3-2）

【比较（8.3-1）和（8.3-2）两式的结果可知，不同的两
个序列 和 在不同的收敛域条件下，其双边Z变
换映射为同一个变换式 。这里，
称为因果序列，而 称为反因果序列，
反因果序列是无始有终的序列。】

)(1 nf )(2 nf

az

a
zFzF dd

−
== )()( 21 )()(1 nanf n=
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例8.3-2 求序列

的双边Z变换。

解：根据双边Z变换的定义式有：

)1()()( −−−= nbnanf nn 


+

=

−=
-

)()(
n

nznfzF
n

n

n zna −
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−=

= )( n

n

n znb −
+

−=

+ )1--(- 

利用例8.3-1的计算结果，可分别求得上述的两和式为：

n

n

n zna −
+

−=

 )(
az

z

−
= )( az 

n

n

n znb −
+

−=

 )1--(- 
bz

z

−
= )( bz 

如果 ，则两和式有公共的收敛域

，序列的双边Z变换存在，且

ab  bza 
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bz

z

az

z
zF

−
+

−
=)(

))((

)2(

bzaz

bazz

−−

−−
= )( bza 

双边Z变换的收敛域可在Z平面上表示，如图8.3-2所示。

图8.3-2  双边Z变换的收敛域

如果 则两和式没有公共的收敛域，则序列

的双边Z变换不存在。

ab 
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8.4   Z变换的基本性质

根据Z变换的的定义，可导出Z变换的若干基本性质。

这些性质反映了序域（时域）和Z域的内在联系与对应关

系。利用Z变换的基本性质和典型序列的Z变换可方便地求

得一些较复杂的序列的Z变换。利用Z变换的位移性质，可

以将差分方程变换成Z域的代数方程。因为系统的单位样

值响应和系统函数是一对Z变换,故可以通过系统函数来研

究系统的性质。
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8.4.1  线性性质

线性性质包括齐次性与叠加性。

若 ， ， a，b为常数，）(）( 11 zFnf  ）(）( 22 zFnf 

则 )(）()(）( 2121 zbFzaFnbfnaf ++ （8.4-1）

此性质根据定义即可证明，这个工作由读者自己完成。

例8.4-1求单边正弦序列 及单边余弦序

列 的Z变换。

解：前面已经证明，因果序列的单边Z变换和双边Z变

换相等，故问题中求Z变换，可用求单边Z变换即可。因此，

解题过程中也可省却不写。

)()sin( nnT 

)()cos( nnT 
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][
2

1
)sin( nTjnTj ee

j
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
−

−=因为

Tj

Tnj

ez

z
ne




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−
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z
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




-

- )(
−

 )1( -
=

Tjez 

（

）

及（8.2-10）式

再根据线性性质得

=)][sin( nT
j2

1
][ nTjnTj ee  −

−

−
−

=
Tjez

z

j 
[

2

1 ]
- Tjez

z


−

Z 

Z Z 

1)cos(2

)sin(
2 +−

=
Tzz

Tz





)1( z
1)cos(2

)sin(
)()sin(

2 +−


Tzz

Tz
nTn




简记为

)1( z

(8.4-2)
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用同样的方法可求得

=)][cos( nT
1)cos(2

)cos(
2

2

+−

−

Tzz

Tzz




Z )1( z

1)cos(2

)cos(
)()cos(

2

2

+−

−


Tzz

Tzz
nTn




简记为 )1( z （8.4-3）

例8.4-2  求序列

的Z变换。

解：根据线性性质，

)1()()( −−= nananf nn 

)()()( 21 zFzFzF −=

上式中，由（8.2-6）式知：

az

z
na n

−
)( )( az  （8.2-6）
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az

z
zF

−
=)(1即 )( az 

=)(2 zF 
+

=

−−
0

)1(
n

nn zna  
+

=

−=
1n

nnza

....)(....)2(）1（ 2211 ++++= −−− nn znazaza 

........2211 ++++= −−− nnzazaza

而

这是一个首项为 ，公比为 的无穷等比级数列。

当公比的模 时，此级数发散；当 时，

此级数收敛。因此当 ，即 时有

1−az1−az

11 −az 11 −az

11 −az az 

az

a

az

az
zaazzF

−
=

−
=++=

−

−
−−

1

1
221

2
1

....)( )( az  (8.4-5)
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将（8.4-4）与（8.4-5）式代入（1）式得：

)()()( 21 zFzFzF −= 1- =
−−

=
az

a

az

z
)( az  （8.4-6）

解毕。

解法2：先将序列在时域化简，有：

)1()()( −−= nananf nn  )]1()([ −−= nnan 

)]([ na n = )]([0 na = )(n=

所以 Z Z （全平面收敛）

解毕。

【讲评：比较两种解法，可见第2种解法简单得多。还要

指出的是，两种解法得到的收敛域是不一样的，这是因为

收敛域和求解过程有关，也即和路径有关。】

=)(zF =)]([ nf 1)]([ =n
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8.4.2序列的指数加权与Z域尺度变换特性

=)(zF =)]([ nfZ 


=

−

0

)(
n

nznf )( Rz 若

)()]([
a

z
Fnfa n =则 Z )( R

a

z


=)]([ nfa n证明：Z 


=

−

0

)]([
n

nn znfa

)())((
0 a

z
F

a

z
nf

n

n

==

−

=

 得证。

该性质的含义是，序列乘以 ，即序列的指数加

权，导致的结果是Z域平面尺度（收敛域）的压缩或扩展，

当 时，收敛域压缩，当 时，收敛域扩展。

特别地， 当 时，Z ；

na

1a 1a

1−=a )()]()1[( zFnfn −=−
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11

-
)]()1[(

+
=

−−
=−

z

z

z

z
nn 以及 Z )1( z （8.4-7）

例8.4-3  根据 （ ） (8.4-2)

由序列的指数加权与Z域尺度变换特性立即可得

1)cos(2

)sin(
)()sin(

2 +−


Tzz

Tz
nTn




 1z

1)cos()(2)(

)sin(
)()sin(

2 +−



T
e

z

e

z

T
e

z

nTne

aTaT

aT
aTn




 )( az 

化简后为：

aTaT

aT
aTn

eTzez

Tze
nTne

22 )cos(2

)sin(
)()sin(

+−





 )( az 

（8.4-8）
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1)cos(2

)cos(
)()cos(

2

2

+−

−


Tzz

Tzz
nTn






根据

（ ） (8.4-3)1z

aTaT

aT
aTn

eTzez

Tzez
nTne

22

2

)cos(2

)cos(
)()cos(

+−

−







可得

（ ） (8.4-9)az 
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8.4.3序列的线性加权（时域乘n）和z域微分

=)(zF =)]([ nf 


=

−

0

)(
n

nznf若 Z )( Rz 

dz

zdF
znnf

)(
)]([ −=则 Z

证明：由已知

)( Rz 




=

−=
0

)()(
n

nznfzF

上式对z求导得

+

=

−

=
0

)()(
)(

n
dz
zd n

nf
dz

zdF

1

0

)(
)( −−

+

=

 −= n

n

znnf
dz

zdF
即有

上式两边同时乘以－z后，得

此式的含义即 Z 得证。

n

n

znnf
dz

zdF
z −

+

=

=−
0

)]([
)(

dz

zdF
znnf

)(
)]([ −=
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例8.4-4  已知 Z  =)(zF
1

)]([
−

=
z

z
n

)]([ nn求 Z 

解：由已知，再根据序列的线性加权性质得

Z （8.4-10） 解毕。]
1

[)]([
−

−=
z

z

dz

d
znn 2)1( −

=
z

z

对（8.4-10）式再用一次序列的线性加权性质得

]
）1（

[)]([
2

2

−
−=

z

z

dz

d
znn 

4

2

)1(

)1(2)1(
-

−

−−−
=

z

zzz
z

3)1（

）1(

−

+
=

z

zz

Z 

（8.4-11）



35

8.4.4移位性质

移位性质对不同的情况，有不同的结论。这里，只考

虑单边 Z变换移位性质的4种情况。

（1）双边序列左移：设 是双边序列，已知其单

边变换 ，则其左移序列

的单边变换

( )f n




=

−=
0

)()(
n

nznfzF ( )f n k+

0

[ ( )] ( ) n

n

Z f n k f n k z


−

=

+ = + 
0

( ) ( )k n

n

z F z f n k z


−

=

 
= − +  

 
 （8.4-12）

证明：根据单边Z变换的定义，有：


+

=

−+=+
0

)()]([
n

nzknfknfZ 
+

=

+−+=
0

)()(
n

knk zknfz
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作变量置换，令 ，

则 原式

knm +=


+

=

−=
km

mk zmfz )( 
−

=

−
+

=

− −=
1

00

])()([
k

m

m

m

mk zmfzmfz


−

=

−−=
1

0

])()([
k

n

nk znfzFz
得证。

当 n=1时，

当n=2 时，

是常用的两个公式。

用 Z变换解前向差分方程时，要用到这个性质。

[ ( 1)] ( ) (0)Z f n zF z zf+ = −

2 2[ ( 2)] ( ) (0) (1)Z f n z F z z f zf+ = − −
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（2）双边序列右移，设 是双边序列，已知其单

边Z 变换 ，则其右移序列

的单边变换

( )f n

0

( ) ( ) n

n

F z f n z


−

=

=  ( )f n k−

0

[ ( )] ( ) n

n

Z f n k f n k z


−

=

− = − 
0

( ) ( )k n

n

z F z f n k z


− −

=

 
= + −  

 


证明：根据单边Z变换的定义，有：

对上式作变量置换，令 ，则n=0 时，m=-k，n=∞，

m=∞，且n=m+k，将上述结果代入上式得

=− )]({ knfZ 
+

=

−−
0

)(
n

nzknf

knm -=

Z =− )]({ knf 
+

−=

+−

km

kmzmf )()( 
+

−=

−−=
km

mk zmfz ])([
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
−

−=

−−=
1

)([
km

mk zmfz 
+

=

−+
0

])(
m

mzmf ])()([
1


−

−=

−− +=
km

mk zmfzFz

得证。

当 k=1时，

当k=2 时，

用 Z变换解后向差分方程时，需要用到这个性质。

1[ ( 1)] ( ) ( 1)Z f n z F z f−− = + −

2 1[ ( 2)] ( ) ( 1) ( 2)Z f n z F z z f f− −− = + − + −



39

（3）因果序列右移，因果序列的一般表示法是

已知因果序列 的 Z变换为

则其右移序列的单边变换：

证明方法同样是根据已知和定义，并作变量置换。

( ) ( )f n n

( ) ( )f n n

0 0

( ) ( ) ( ) ( )n n

n n

F z f n n z f n z
 

− −

= =

=   =  

0

[ ( ) ( )] ( ) ( ) n

n

Z f n k n k f n k n k z 


−

=

− − = −  −  ( )kz F z−=
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（4）因果序列左移：已知因果序列 的 Z变

换为

则其左移序列 的单边 Z变换

这种情况的证明方法和结论同双边序列左移是一样的。

( ) ( )f n n

0 0

( ) ( ) ( ) ( )n n

n n

F z f n n z f n z
 

− −

= =

=   =  

( ) ( )F n k n k+ +

0

[ ( ) ( )] ( ) ( ) n

n

Z f n k n k f n k n k z 


−

=

+ + = +  + 

1

0

[ ( ) ( ) ]
k

k n

n

z F z f n z
−

−

=

= −
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例8.4-5 求周期为N的因果周期性单位样值

序列 的Z变换。

解：画出 的波形如图8.4-1所示。


+

=

−=
0

)()(
m

N mNnn 

)(nN

图8.4-1  因果周期性单位样值序列的波形


+

=

−=
0

)()(
m

N mNnn  ......)2()()( +−+−+= NnNnn 因为
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根据 Z 及移位特性，求得 的各右

移序列的Z变换为：Z

1)]([ =n )(n
mNzmNn −=− )]([

于是，周期为N的因果周期性单位样值序列的Z变换为：

])([
0

+

=

−
m

mNn ......1 2NN zz −− ++=Z

这是一个首项为1，公比为 的无穷等比级数列。

当公比的模 时，此级数发散；当 时，

此级数收敛。因此当 时有：

Nz −

1−Nz 1−Nz

1−Nz

11

1
)]([

−
=

−
=−

− n

N

N z

z

z
mNnZ ）1（ z （8.4-14）

因果周期性单位样值序列Z变换的收敛域由 决定，即

，也即 故其收敛域为单位园外。

1Nz1−Nz

1z
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8.4.5  时域卷积定理




=

−==
0

111 )()()]([
n

nznfzFnf




=

−==
0

222 )()()]([
n

nznfzFnf

)()()](*)([ 2121 zFzFnfnf =

若 Z

Z

则 Z

)](*)([ 21 nfnf证明：Z
n

n

znfnf −
+

=

= )](*)([ 21
0

n

jn

zjnfjf −
+

−=

+

=

−=  )]()([ 21
0

])()[(
0

21
n

nj

zjnfjf −
+

=

+

−=

−= 

)()]([ 21 zFzjf j

j

−
+

−=

= )()( 21 zFzF=

Z变换除了以上重要性质之外，还有初值定理、终值定理、以及Z域
卷积定理等性质，因为使用较少，故不再讨论。

得证。



44

例8.4-6  已知系统单位样值响应的Z变换 Z

，和激励的Z变换Z ，求系统零状态响应

的Z变换。

解：因为系统零状态响应：

对上式两边取Z变换有：

Z                                      Z

由卷积定理可得

Z

上式表明，系统零状态响应的Z变换等于系统单位样

值响应的Z变换与激励的Z变换之乘积。

)()]([ zHnh =

)()]([ zEne =

)(*)()( nhneny zs =

=)]([ ny zs )](*)([ nenh

=)]([ ny zs )()()( zEzHzYzs =
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8.5  反Z变换

如例8.4-6所示，若知道系统单位样值响应的Z变换与

激励的Z变换之乘积，就可通过求反Z变换来求系统的零状

态响应。从理论上来说，求反Z变换的方法有三种：幂级

数展开法（又称长除法），部分分式展开法和围线积分法

（又称留数法）。但常用的是部分分式展开法，下面就来

讨论这个问题。

一般情况下，序列 Z变换的函数式是一个有理

分式，如（8.5-1）式所示。

（8.5-1）

)(nf

0
1

1

0
1

1

......

......
)(

azaz

bzbzb
zF

n
n

n

m
m

m
m

+++

+++
=

−

−

−

−
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因为 ，为了在进行部分分式分解

后得到形如 的基本有理分式，通常是先

将 进行展开，然后得到 的展开式。这

一步是反Z变换进行部分分式展开的特点。可根据

有理分式 极点的不同情况，分别讨论如下。

部分分式展开法，实际是以查常用Z变换表为

基础的，因此在讨论部分分式展开法之前，清理

一下常用的Z变换对是必要的。

( )n z
a n

z a
 

−

az

z

−

z

)F(z )(zF

)(zF
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8.5.1常用序列的Z变换对

( ) 1n  ( )
1

z
n

z
 

−

( )n z
a n

z a
 

−
1( 1)n z −− 

2
( )

( 1)

Z
n n

z
 

−
2

( )
( )

n az
na n

z a
 

−

T

Tn

ez

z
ne






−
)( T

Tn

ez

z
ne






−

−

−
)(

Tj

Tnj

ez

z
ne






−
)(

Tj

Tnj

ez

z
ne






-

- )(
−



1） 2）

3） 4）
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1)cos(2

)sin(
)()sin(

2 +−


Tzz

Tz
nTn






1)cos(2

)cos(
)()cos(

2

2

+−

−


Tzz

Tzz
nTn






aTaT

aT
atn

eTzez

Tze
nTne

22 )cos(2

)sin(
)()sin(

+−







aTaT

aT
aTn

eTzez

Tzez
nTne

22

2

)cos(2

)cos(
)()cos(

+−

−







3

2

)1（

）1(
)(

−

+


z

zz
nn 

11）

12）

13）

15）

14）
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8.5.2 F(z)只含单阶极点

先通过例子来说明方法和步骤。

例8.5-1 已知 求 。
)2)(1(

)(
2

−+
=

zz

z
zF )2( z )(nf

)2)(1(

)(
)(

−+
==

zz

z

z

zF
zQ解：令

21
21

−
+

+
=

z

B

z

B
（1）

3

1

2
)1)((

1
11 =

−
=+=

−=
−=

z
z z

z
zzQB则

3

2

1
)2)((

2
22 =

+
=−=

=
=

z
z z

z
zzQB

代回（1）式，得

2
3

2

1
3

1

）(
−

+
+

=
z

z

z

z
zF
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对上式取反变换，查表得

)(])2(
3

2
)1(

3

1
[)( nnf nn +−= 解毕。

8.5.3     F(z)含有重极点

例8.5-2  已知
3

23

)1(
)(

−

+
=

z

zz
zF )1( z

)(nf求：

解；令
3

2

)1-(

)(
)(

z

zz

z

zF
zQ

+
==

1)1()1(

1

2

2

3

3

−
+

−
+

−
=

z

B

B

B

z

B
（1）
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这里， 的三重极点，由数学可知， 的

展开式只能具有（1）式那样的形式。（1）式是一个恒等

式，即z可取任何值，只要不使分母为零，等式均成立。

可利用这一性质来求出（1）式中的待定系数B1，,B2,，B3.。

为了书写简洁，设

)(是1 zFz = )(zQ

)()1)(()( 23
1 zzzzQzQ +=−=

1

3
3 )1)((

=
−=

z
zzQB 2)(

1

2 =+=
=z

zz由（1）式可得：

为了求得B2，将（1）式两边同乘以 ，得：3)1( −z

2
1231 )1()1()( −+−+= zBzBBzQ

对（2）式两边求导一次后，令Z=1即可求得B2。

（2）
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对（2）式两边求导得：

)1(212
）(

12
1 −+=+= zBBz
dz

zdQ

在（3）式中令Z=1即可求得B2，即有B2=3。

对（3）式两边再求导一次得 ，于是B1=1。将

所求得的B1，,B2,，B3.之值代回（1）式得：

（3）

122 B=

1)1(

3

)1(

2
)(

23 −
+

−
+

−
=

z

z

B

z

z

z
zF

查表，结合运算可得反变换：

)()(3)()()( 2 nnnnnnnf  ++−= )()1( 2 nn +=

解毕。
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8.5.4   F(z)含有一对共轭积点

对F(z)含有一对共轭积点的情况，开始可按单积点的

情况处理，待求出指数形式的解以后，必须运用欧拉公式

将一对指数形式的解化成正弦余弦序列。

例8.5-3 已知序列 的单边变换

， ， 求 。

( )f n
2

2
( )

( 1)( 1)

z z
F z

z z z

+
=

− − +
| | 1z  ( )f n

( )
( )

F z
Q z

z
=

1
( )

1 3 1 3
( 1)[ ( )][ ( )]

2 2 2 2

z
Q z

z z j z j

+
=

− − + − −

解：令 ，得

将 进行部分分式展开,得：( )Q z
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2 1 1
( )

1 1 3 1 3
( ) ( )
2 2 2 2

Q z
z

z j z j

− −
= + +

−
− + − −

2
( ) ( )

1 1 3 1 3
( ) ( )
2 2 2 2

z z z
F z Q z z

z
z j z j

− −
= = + +

−
− + − −

所以

根据Z变换的基本公式,可知

1 3 1 3
( ) 2 ( ) ( 0)

2 2 2 2

n

nf n j j n
  
 = − + + −      

（1）

讲评:到这一步,解题并没有结束，还应该将(1)式中方

括号内的两个指数项序列利用欧拉公式进一步化简成正弦

或余弦序列。下面继续解下去。
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3
3

1 3
( ) ( )
2 2

j nj
n nj e e



+ = =

nj
n

j
n ee 33 )(）

2

3
-

2

1
（


−−

==

3 3
1 3 1 3

( ) ( ) ( ) 2 ( )
2 2 2 2 3

j n j n
n nj j e e con n

 
− 

 + + − = + = 
 

将（2）式代入（1）式即得

（2）

及

( ) 2 2 ( ) ( ) 2 1 ( ) ( )
3 3

f n con n n con n n
 

 
   

= − = −   
   

解毕。

续解：
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8.6离散时间系统的系统函数

同连续时间系统类似，离散时间系统也有系统函数。

离散时间系统的系统函数只取决于系统的结构和元件参数，

因此它从Z域反映了系统的性质。

8.6.1系统函数的定义

因为系统的零状态响应：

对上式两边取Z变换有Z                                Z

由卷积定理可得

Z                                                                                                              (8.6-1)

)(*)()( nhneny zs =

=)]([ ny zs )](*)([ nenh

=)]([ ny zs )()()( zEzHzYzs =

=)(zH上式中 Z )]([ nh =)(zE Z )]([ nE



57

由（8.6-1）式得：

)(

)(
)(

zE

zY
zH zs=

（8.6-2）式就是系统函数 的定义式。上式表明，

系统函数 等于系统零状态响应的Z变换与激励的Z变

换之比。因此，可以根据定义式来求系统函数。

而（8.6-1）式则表明，系统零状态响应的Z变换等于

系统单位样值响应的Z变换与激励的Z变换之乘积。可以对

（8.6-1）式两边取反Z变换来求系统的零状态响应。

（8.6-2）

)(zH

)(zH
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8.6.2系统函数与转移算子式的关系

除了可以根据定义式来求系统函数之外，还可以通过

系统方程，进而通过转移算子式来获取系统函数。下面

以二阶后向差分方程为例，来证明 。

设二阶后向差分方程为：

（8.6-2）

用移序算子E表示差分方程，则有：

( ) ( ) |E zH z H E ==

1 2 0 1 2( ) ( 1) ( 2) ( ) ( 1) ( 2)y n a y n a y n b x n b x n b x n+ − + − = + − + −

1 2 1 2

1 2 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y n a E y n a E y n b x n b E x n b E x n− − − −+ + = + +

( )1 2 1 2

1 2 0 1 21 ( ) ( ) ( )a E a E y n b b E b E x n− − − −+ + = + +提公因式后

1 2 2

0 1 2 0 1 2

1 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( )
1

b b E b E b E b E b
y n x n x n

a E a E E a E a

− −

− −

+ + + +
= =

+ + + +
所以
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由此可知： 2

0 1 2

2

1 2

( )
b E b E b

H E
E a E a

+ +
=

+ +

求系统函数 时，可对（8.6-2）式在因果激励，

零状态条件下取Z变换，根据双边序列单边Z变换的右移性

质，及因果系统的因果性，知

等均为零值，所以有：

( )H z

( 1), ( 2), ( 1), ( 2)x x y y− − − −

1 2 1 2

1 2 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zs zs zs zy z a z y z a z y z b x z b z x z b z x z− − − −+ + = + +

1 2 2

0 1 2 0 1 2

1 2 2

1 2 1 2

( )
( )

( ) 1

zsy z b b z b z b z b z b
H z

X z a z a z z a z a

− −

− −

+ + + +
= = =

+ + + +解之得

比较（8.6-3）、（8.6-4）两式，可知 成立。

对于高阶情形，证明方法是一样的，关系式依然成立。

( ) ( ) |E zH z H E ==

（8.6-3）

（8.6-4）
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对于前向二阶差分方程，同样可以证明上述关系式成

立。只是由于求系统函数 时，涉及到的初时条

件 、 、 并不为零，要消去它，进行的运算

过程要复杂一些。

系统函数和离散时间系统各方面的互求关系如图

8.6-1所示。

( )H z

(0)zsy (1)zsy (2)zsy
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实际应用题

差分方程 ( )h n

( )H E( )H z

并联形式的

z域模拟图
z串联形式 域模拟图

z域直接模拟图

时域直接模拟图

图8.6-1    系统函数和各方面的互求关系图
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例8.6-1 已知系统的单位样值响应

作系统的直接模拟图。

解：因为

( ) 0.7(0.4) ( ),nh n n=

 
0.7

( ) ( ) ,
0.4

z
H z Z h n

z
= =

−

0.7
( ) ( ) |

0.4
z E

E
H E H z

E
== =

−
故

0.7
( ) ( ) ( ) ( )

0.4

E
y n H E e n e n

E
= =

−
，又

( 0.4) ( ) 0.7 ( )E y n Ee n− =所以

( 1) 0.4 ( ) 0.7 ( 1)y n y n e n+ − = +即系统方程为：

作辅助函数 ，令 ， 将此式代

入 的算子表达式，可得 ，根据两

式先后作图即可得系统的直接模拟图如图8.6-2所示。

( )q n ( 1) 0.4 ( ) ( )q n q n e n+ − =

( )y n ( ) 0.7 ( 1)y n q n= +
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 D

0.7
( )y n

( )q n

0.4

( 1)q n +( )e n

图8.6-2  例8.6-1所求的直接模拟图

【讲评：此题的解题路径是由已知的

系统的差分方程 判断是何种情况 作辅助函

数 两个简单情形差分方程 作图。

为什么令 就可得到

呢？这是因为已经有 （1）

( ) ( ) ( )h n H z H E⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→

( 1) 0.4 ( ) ( )q n q n e n+ − = ( ) 0.7 ( 1)y n q n= +

0.7
( ) ( ) ( ) ( )

0.4

E
y n H E e n e n

E
= =

−
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在（1）式中令 （2）

将（2）式代入（1）式，得 （3）

再将（2）式改写，即为： （4）

由这个过程可以看出，辅助函数的引入是正确的和必要

的。】

1
( ) ( )

0.4
q n e n

E
=

−

( ) 0.7 ( ) 0.7 ( 1)y n Eq n q n= = +

( 1) 0.4 ( ) ( )q n q n e n+ − =
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例8.6-2已知系统的差分方程为：

求系统的单位样值响应 。

解：用移序算子表示差分方程后，进行如下运算：

( ) ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n e n− − − − =

( )h n

1 2( ) ( ) 2 ( ) ( )y n E y n E y n e n− −− − =

1 1(1 2 ) ( ) ( )E E y n e n− −− − =

1 2

1
( ) ( )

1 2
y n e n

E E− −
=

− −
2

1 2 2

1
( )

1 2 2

E
H E

E E E E− −
= =

− − − −

2

2
( ) ( ) |

2
E z

z
H z H E

z z
== =

− −
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1 2( )
( )

( 2)( 1) 2 1

B BH z z
Q z

z z z z z
= = = +

− + − +
令

1

2

3
B =

2

1

3
B =求得

2 /3 /3
( )

2 1

z z
H z

z z
= +

− +
所以

对上式求反变换即，查表得

解毕。
2 1

( ) (2) ( 1) ( )
3 3

n nh n n
 

= + − 
 
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8.6.3系统函数的极点与系统的稳定性

在“7.6.3 离散时间系统的因果性与稳定性”一节，

已讨论过系统性质与单位样值响应的关系。因 和

是一对Z变换，所以也可以通过系统函数 来判断系统

的稳定性。离散时间系统的系统函数 是一个有理分式，

一般可表示为：

)(nh

)(zH

)(zH

01
1

1

01
1

1

....

....
)(

azazaz

bzbzbzb
zH

k
k

k

m
m

m
m

++++

++++
=

−

−

−

−

)(zH

（8.6-5）

因为单位样值响应 和系统函数 是一对Z变

换，为了对 求反变换而获得 ，)(nh

)(nh

)(zH

)(zH
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)....(

....)(
)(

01
1

1

01
1

1

azazazz

bzbzbzb

z

zH
zQ

k
k

k

m
m

m
m

++++

++++
==

−

−

−

−令

设 有k个单极点为 ，则由部分分式展

开法可知：

)(zH ip

（8.6-6）

),....2,1( ki =


= −

+=
−

++
−

+=
k

i i

i

k

k

pz

zk
k

pz

zk

pz

zk
kzH

1
0

1

1
0 ....)(

对上式求反变换得：

（8.6-7）


=

+=
k

i

n
ii pknknh

1
0 )()()(  （8.6-8）

各极点 是复平面上的复数，用极座标表示，

设 则 （8.6-9）

ip ),....2,1( ki =

ierp ii


= 
=

+=
k

i

nn
ii

ierknknh
1

0 )()()(



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由（8.6-9）式可以得出如下结论：

1）如果有极点在单位园外，则当 ，

系统不稳定；

2）如果所有极点都在单位园内，则当 ，

系统稳定；

3）如果有极点在单位园上，即有 的情况，进一步

分析有关Z变换对后，可知，若是一阶极点，则系统是临

界稳定的；若是二阶极点，则系统是不稳定的。

→→ )(时 nhn

0)(时 →→ nhn

1=r
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例8.6-3 已知离散系统的差分方程为：

试判断系统的稳定性。

解：用移序算子表示原差分方程，得：

)()1()(64.0)1(2.1)2( nenenynyny ++=−+++

)()()(64.0)(2.1)(2 nenEenynEynyE +=−+

)(
64.02.1

1
)(

2
ne

EE

E
ny

−+

+
=运算可得

64.02.1

1
)(

2 −+

+
=

EE

E
EH转移算子式


64.02.1

1
)()(

2 −+

+
== =

EE

z
EHzH zE

因此系统
函数
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令系统函数的分母多项式等于零，求得两个极点分别

是：

因为有一个极点-1.6在单位园外，故系统不稳定。

解法二：由原差分方程的左边可得特征方程为：，

两特征根为 ，与连续时间

系统类似，特征方程的特征根就是系统函数的极点，因此

可知有一个极点-1.6在单位园外，故系统不稳定。

【比较两种解法，可见解法二要简洁许多】

4.0,6.1 21 −=−= pp

064.02.12 =−+ EE
4.0,6.1 21 −=−= EE
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8.7 用Z变换解差分方程

用拉普拉斯变换可以将微积分方程变成代数方程，而

用Z变换则可以将差分方程变成代数方程。两者都是先求

出变换域的解之后，再通过求反变换获得时域解。本节将

通过实例来讨论用Z变换解差分方程的步骤和方法。

8.7.1  用Z变换求零输入响应

用Z变换求零输入响应时经常要用到的是Z变换的位移性质，

用Z变换求前向差分方程的零输入响应时，经常要用到的Z

变换的两条位移性质是： [ ( 1)] ( ) (0)Z f n zF z zf+ = −

2 2[ ( 2)] ( ) (0) (1)Z f n z F z z f zf+ = − −
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例8.7-1  已知离散系统的转移算子式

初始条件 ， ，求系统的零输入响应。

解（1）求系统的差分方程

根据：

可得系统方程为：

(7 2)
( )

( 0.5)( 0.2)

E E
H E

E E

−
=

− −

(0) 2y = (1) 4y =

(7 2)
( ) ( ) ( ) ( )

( 0.5)( 0.2)

E E
y n H E e n e n

E E

−
=  =

− −

( 2) 0.7 ( 1) 0.1 ( ) 7 ( 2) 2 ( 1)y n y n y n e n e n+ − + + = + − +

（2）求系统的零输入响应

求 时，差分方程右边的激励项为零， 应满足方

程：

( )ziy n

( )ziy n ( )ziy n

( 2) 0.7 ( 1) 0.1 ( ) 0zi zi ziy n y n y n+ − + + = （2）

（1）
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对上式两边取Z变换：
2 2( ) (0) (1) 0.7[ (0) (0)] 0.1 ( ) 0zi zi zi zi zi ziz Y z z y zy zy zy y z− − − − + =

根据约定，已知 ， ，代入

上式后解出：

(0) (0) 2ziy y= = (1) (1) 4ziy y= =

2

2

2 4 1.4 (2 2.6)
( )

0.7 0.1 ( 0.5)( 0.2)
zi

z z z z z
Y z

z z z z

+ − +
= =

− + − −
（3）

( ) 2 2.6
( )

( 0.5)( 0.2)

ziY z z
Q z

z z z

+
= =

− −
令

12 10
( )

0.5 0.2
Q z

z z

−
= +

− −
可得

对上式取反
变换可得：

12 10
( )

0.5 0.2
zi

z z
Y z

z z
= −

− −
所以

( ) [12(0.5) 10(0.2) ] ( )n n

ziY n n= −  解毕。
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用Z变换求后向差分方程的零输入响应时，经常要用

到的Z变换的两条位移性质是：
1[ ( 1)] ( ) ( 1)Z f n z F z f−− = + −

2 1[ ( 2)] ( ) ( 1) ( 2)Z f n z F z z f f− −− = + − + −；

例8.7-2已知离散系统的差分方程为

且初始状态 ， ，求系统的零输入响应。

解：零输入响应应满足方程：

（1）

对（1）式两边取Z变换，有：

( ) 3 ( 1) 2 ( 2) ( )y n y n y n e n+ − + − =

( 1) 0y − = ( 2) 0.5y − =

( ) 3 ( 1) 2 ( 2) 0zi zi ziy n y n y n+ − + − =

1 2 1( ) 3 ( ) ( 1)] 2[ ( ) ( 1) ( 2) 0zi zi zi zi zi ziy z z y z y z y z z y y− − − + + − + + − + − =  （2）
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( 1) ( 1) 0ziy y− = − = ( 2) ( 2) 0.5ziy y− = − =因为

将初始状态之值代入（2）式，并解出：
2

1 2 2

1
( )

1 3 2 3 2
zi

z
y z

z z z z− −

− −
= =

+ + + +
（3）

1 2

2

( )
( )

3 2 ( 2)( 1) 2 1

ziy z B Bz z
Q z

z z z z z z z

− −
= = = = +

+ + + + + +
令 （4）

求得 ,                ,代回（4）式后，可得

（5）

对（5）式取反Z变换，得

解毕。

1 2B = −
2 1B =

2
( )

2 1
zi

z z
y z

z z

−
= +

+ +

( ) 2( 2) ( 1) ( )n n

ziy n n = − − + − 
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【讲评：如果采用时域方法求解，过程会是怎样的？这里

是用Z变换求解，两者那个更好一些，读者可自己比较。

用Z变换求解差分方程时，必须牢记有关Z变换的移序性质

的公式，不能用错或混淆。对于后向差分方程来说，初始

条件，或称初始状态 ， ……就是指系统的起始储

能，即零输入时的起始条件 ， ，……因为

激励是在n-0时加入的，而 ，……时，激励

还没有加入。但对于前向差分方程来说，初始条件是

用 ， ，……来表示的，这时要分清 是 呢还

是 。一般来说，这时仍然是

( 1)y − ( 2)y −

1, 2n = − −

( 1)ziy − ( 2)ziy −

(0)y (1)y (0)ziy(0)y

(0) (0) (0)zi zsy y y= + (0) (0)ziy y=
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， ……】(1) (0)ziy y=

8.7.2  用Z变换求零状态响应

由第7章离散时间系统的时域分析可知，系统零状态

响应：

对上式两边取Z变换有Z Z

由卷积定理可得 Z

上式表明，系统零状态响应的Z变换等于系统单位样值响

应的Z变换 与激励的Z变换 之乘积。反之，若已

知系统函数 ，和激励的Z变换 ，则可通过求反Z

变换来求系统的零状态响应，即

)(*)()( nhneny zs =

=)]([ ny zs )](*)([ nenh

=)]([ ny zs )()()( zEzHzYzs =

)(zH )(zE

)(zH )(zE
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=)(ny zs =)]([ zYzs )]()([ zEzHZ Z （8.7-1）

无论是前向差分方程还是后向差分方程，都可以根

据（8.7-1）式来求零状态响应。

例8.7-3已知离散系统的转移算子式

试求激励为阶跃序列 时的零状态响应。

解：当 时， ，又由已知

(7 2)
( )

( 0.5)( 0.2)

E E
H E

E E

−
=

− −

)(n

( ) ( )e n n= ( )
1

z
E z

z
=

−

(7 2)
( )

( 0.5)( 0.2)

E
H E

E E

 −
=

− −
(7 2)

( ) ( ) |
( 0.5)( 0.2)

E z

z z
H z H E

z z
=

−
= =

− −
可得

根据卷积定理知
(7 2)

( ) ( ) ( )
( 0.5)( 0.2) 1

zs

z z z
Y z H z E z

z z z

−
=  = 

− − −
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部分分式分解后得：

12.5 5 0.5
( )

1 0.5 0.2
zs

z z z
Y z

z z z
= − −

− − −

所以，求反变换后得：

解毕。( ) [(12.5 5(0.5) 0.5(0.2) ] ( )n n

zsy n n= − − 

例8.7-4 已知描述系统工作特性的差分方程为：

求激励 时的零状态响应。

解：用移序算子表示差分方程，有：

)1()()2(24.0)1(2.0）( −+=−−−+ nenenynyny

)()( nne =

)()()(24.0)(2.0）( 121 neEnenyEnyEny −−− +=−+
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)(
)24.02.01(

)1(
)(

21

1

ne
EE

E
ny

−−

−

−+

+
=化简后可得：

由上式可求得
系统函数为：

24.02.0
)(

2

2

−+

+
=

zz

zz
zH

激励 的Z变换为：)()( nne =
1

)(
−

=
z

z
zE

于是有：
124.02.0

)()()(
2

2

−
•

−+

+
==

z

z

zz

zz
zEzHzYzs

1

1

24.02.0

)(
)(

2

2

−
•

−+

+
==

zzz

zz

z

zY
zQ zw

令

6.0

15.0

4.0

93.0

1

08.2
)(

+
−

−
−

−
=

z

z

z

z

z

z
zYzs

)(])6.0(15.0)4.0(93.008.2[)( nny nn
zs −−−=

部分分式分
解后可得：

取反变换
后即得

解毕。
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8.7.3 用时域法和Z变换法共同求完全态响应

通过前面的例子可以看出，对于求零输入响应，一般

情况下，时域法比Z变换法简便易行，故而对于求零状态

响应，一般情况下， Z变换法比时域法简便易行，故可用

时域法和Z变换法共同求完全态响应。

例8.7-5已知描述系统工作特性的差分方程为：

且初始状态 ，激励 ，

求系统的完全响应。

解：1）求零输入响应

差分方程的特征方程为：

)2(2)()2(2)1(）( −+=−−−− nenenynyny

2

1
)2(,2)1( −=−=− yy )()( nne =

022 =−− EE
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特征根为 : 1,2 21 −== EE

故零输入响应：

代入初始状
态后可得

nn
zi ccny )1(2)( 21 −+=








−=−+

=−+

−−

−−

2

1
)1(2

2)1(2

2
2

2
1

1
2

1
1

cc

cc





−=

=

1

2

2

1

c

c
解之得

)(])1()2(2[)( nny nn
zi −−=于是

2）求零状态响应

由系统方程可得系统函数为 2

2
)(

2

2

−−

+
=

zz

z
zH

1
)(

−
=

z

z
zE而
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1)2(

2
)()()(

2

2

−−−

+
==

z

z

zz

z
zEzHzYzs

1121

1

)2(

2
)( 321

2

2

−
+

+
+

−
=

−−−

+
==

z

B

z

B

z

B

zzz

z

z

Y
zQ zs

于是

令

2

3
,

2

1
,2 321 −=== BBB解得

1
2

3

1
2

1

2

2
)(

−
−

+
+

−
=

z

z

z

z

z

z
zYzs于是

)(]
2

3
)1(

2

1
)2(2[)( nny nn

zs −−+=求反变换后得：

）()()( nynyny zszi +=

)(]
2

3
)1(

2

1
-)2(4[ nnn −−=

（3）完全响应

解毕。
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解法二：因题目只要求完全响应，故可直接对差分方

程两边取Z变换，根据移序性质可得

)(2)()]2()1()([2)]1()([)( 2121 zEzzEyyzzYzyzYzzY +=−+−+−−+− −−−

将 代入上式，进行运算，整理可得
2

1
)2(,2)1( −=−=− yy

1)2(

2

)1)(2(

)4(
)(

2

2

−−−

+
+

+−

+
=

z

z

zz

z

zz

zz
zY

部分分式
分解后得 1

2

3

1
2

1

2

2

12

2
)(

−
−

+
+

−
+

+
−

−
=

z

z

z

z

z

z

z

z

z

z
zY

1
2

3

1
2

1

2

4

−
−

+
−

−
=

z

z

z

z

z

z

)(]
2

3
)1(

2

1
-)2(4[)( nny nn −−=

对上式求反变
换即得完全响
应 解毕。



86

【比较两种解法，知道解法二的计算过程要繁复得多，故

一般可采用时域法和Z变换法结合来共同求完全态响应。】

8.7.4 离散时间系统的实际应用

例8.7-6 个人向银行借贷购房，实行按月等额均还办

法，即每个月以相同的还款数R 归还本金与利息， N个月

还清本息。设贷款总额为P ，月利率为K ，求计算R 的公

式。若 ， （10年），

，求 之值。

解：求解这类问题的方法和兔子生育问题是类似的，

就是依据题意，逐月计算，寻找规律，列表如下：

10( )P = 万元 120N = 0.004275K =

R
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用例子来说明上表的含义，若 代表06年12月5日

向银行借贷 P 元，则 表示07年1月5日按月均还R 元后

的欠款余额，其余类推。“依据按月等额均还”办法的

含义，应该有：

(0)y

P

(1)y
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第 n个月的欠款余额=上个月的欠款余额—每月的还

款额，所以，描述此法贷款的差分方程是:

( ) ( 1) (1 ) ( 1)y n y n K R n= −  + − − ①

整理后成为： ( ) (1 ) ( 1) ( 1)y n K y n R n− + − = − − ②

且初始条件是： ，对方程②两边取变换：(0)y P=

1
)]1()()[1()( 1

−
−=−++− −

z

R
yzYzKzY

为了获得初始条件 ，可令 n=0，代入②式，

得

因为 ，所以 ，将 代入③式后得：

( 1)y −

(0) (1 ) ( 1) 0y K y− + − =

(0)y P= ( 1)
1

P
y

K
− =

+
( 1)y −

1( ) (1 )[ ( )
1 1

p R
y z K z Y z

K z

− −
− + + =

+ −

③

④
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从④式中解得：

( )
(1 ) [ (1 )( 1)]

pz Rz
Y z

z K z K z
= −

− + − + −

(1 ) (1 ) 1

pz R z R z

z K K z K K z
= −  + 

− + − + −

对⑤式两边取反变换得：

⑤

( ) [ (1 ) (1 ) ] ( )n nR R
y n P K K n

K K
= + − + + ⑥

到第N 个月还清本息，故在⑥式中，n=N 时， ，

故可得：

( ) 0y N =

(1 ) (1 ) 0N NR R
P K K

K K
+ − + + =

从⑦式中解出： (1 )

(1 ) 1

N

N

K K
R P

K

+
= 

+ −
⑧
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⑧式就是所求每月还款数目的计算公式。

当 万元，时，代入公式⑧，可以求

得 元，即每月还款1067.2元，连续还120个月，

共计还款额为12.8064万元。

【讲评：这个问题的求解，用差分方程并不是最简单的，

细心的读者从列表过程中可以发现，利用等比级数求和公

式可以较快地解出公式⑧。就是建立了差分方程②之后，

用变换来求解也不是最简洁的，对于差分方程②的求解，

10P =

1067.2R =
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用时域经典法则更方便，所谓时域经典法，即将完全解分

成齐次解和特解，先分别求齐次解，特解、最后利用初始

条件确定齐次解中的待定系数。当 P，K，N之值选定之后，

利用⑧式计算的过程，也是值得研究的。利用什么方法

能算得又快又准？并且精确到0.01元。如果差分方程①改

为前向差分方程，求解过程也会相应地发生变化，这些都

留给读者去研究。大学生的学习，应该带有研究性、探索

性，以便为研究生阶段的学习、研究工作或进入社会工作

打下良好的基础。】
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补充：解法二：用前向差分方程求解，且用Z变换直接求

出完全响应。

根据上述分析，可列出前向差分方程为：

写成标准形式：

（1）

且初始条件是： ，对方程（1）两边取Z 变换，得：

将初始条件 代入上式，并进行运算，整理为：

)()1)(()1( nRknyny −+=+

)()1)(()1( nRknyny −=+−+

(0)y P=

1
)()1()0()(

−
−=+−−
z

Rz
zYKzyzzY

(0)y P=

1
)()1()(

−
−=+−−
z

Rz
zYKzpzzY
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)
1

()()]1([
−

−=+−
z

R
pzzYKz

)1)](1([

)(
)(

−+−

−−
=

zkz

Rppzz
zy

1)1()1)](1([

)()(
)( 21

−
+

+−
=

−+−

−−
==

z

A

kz

A

zkz

Rppz

z

zy
zQ

即

令 （2）

k

Rpk
kzzQA

kz

−
=+−=

+= 11 })1()[(解得：

k

R
zzQA

z
=−=

=12 )1)((

将A1，A2代回到（2）式，于是得到
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1
.

)1(
).()(

−
+

+−
−=

z

z

k

R

kz

z

k

R
pzy

对（3）式两边取反变换得：

（3）

( ) [ (1 ) (1 ) ] ( )n nR R
y n P K K n

K K
= + − + + （4）

到第N 个月还清本息，故在（4）式中， 时， ，

故可得：

（5）

从（5）式中解出：

n N= ( ) 0y N =

(1 ) (1 ) 0N NR R
P K K

K K
+ − + + =

(1 )

(1 ) 1

N

N

K K
R P

K

+
= 

+ −

（6）
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（6）式就是所求每月还款数目的计算公式。

这和解法一的结果是一样的。

解法三：用前向差分方程求解，且用时域法求零输入

响应，用Z变换求零状态响应

根据上述分析，可列出前向差分方程为：

写成标准形式：

（1）

且初始条件是： 。

将方程的完全响应分解为零输入响应和零状态响应。

)()1)(()1( nRknyny −=+−+

)()1)(()1( nRknyny −+=+

(0)y P=
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1）用时域法求零输入响应

由（1）式可知特征根为

所以 （2）

将初始条件是： 代入（2）式得

故得 ,于是

)k1（ +=
n

zi kcny )1()( +=

(0)y P=

pkcy zi =+= 0)1()0(

pc = )()1()( nkpny n
zi += （3）

2）用Z变换求零状态响应

用移序算子表示（1）式有：

（4）

因方程右边的激励 故可知

)()()]1([ nRnykE −=+−

)()( nRne −=
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转移算子式为

所以系统函数
)1(

1
)(

kE
EH

+−
=

)1(

1
)(

kz
zH

+−
=

而激励

的Z变换为

)()( nRne −=

1
)(

−

−
=

z

Rz
zE

1
.

)1(

1
)()()(

−

−

+−
==

z

Rz

kz
zEzHzYzs

于是

令
1)1(1

.
)1(

1)(
)( 21

−
+

+−
=

−

−

+−
==

z

B

kz

B

z

R

kzz

zY
zQ zs

（5）

则可解得：
k

R

k

R
kzzQB

kz

−
=

−+

−
=+−=

+= 11
.)]1()[(

11
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k

R

k

R
zzQB

z
=

+−

−
=−=

= )1(1
)1)((

12

将所得之B1，B2 代入（5）式即得

1

)(

)1(

)(
)(

−
+

+−

−
=

z

zkR

kz

zkR
zYzs

对（6）式两边取反变换得：

（6）

)(])1([)( n
k

R
k

k

R
ny n

zs ++−= （7）

由（3）式和（7）式可得完全响应

)(])1()1([)()()( n
k

R
k

k

R
kpnynyny nn

zszi ++−+=+=
（8）

这和解法一，解法二的结果是一样的。
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解法四：用等比数列的求和公式求解。

根据解法一的分析，由列表的最后一行可得：
021 )1(...)1()1()1()( kRkRkRkPny nnn +−−+−+−+= −−

]
)1(1

)1(1
[)1(

k

K
RkP

n
n

+−

+−
−+=

])1(1[)1( nn k
k

R
kP +−++=

K

R
k

k

R
kP nn +++= )1(-)1( 显然， )0( n

这里得到的结果和前三种解法的结果是一样的。后一部

分的求解过程完全相同，不再叙述。
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例8.7-7 一种地球物理探矿方法是，由发射机不断地

向地表发射单位样值信号 ，地表的响应信号 由

接收机收到后，接收机的输出信号为

已知接收机的单位样值响应为 ，求表征

地表特征的 。

( )n ( )zsy n

4 1 1 1
( ) [ ( ) ] ( ) ] ( )

3 3 3 2

n n

zsr n n= − 

2

1
( ) ( ) ( )

2

nh n n= 

1( )h n

图8.7-1  地球物理探矿示意图
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解：根据题意，可画出由 转变成 的过程如

图8.7-1所示，由图可知：

( )n ( )zsy n

)(1*)()( nzs hnny =

2( ) ( )* ( )zs zsr n y n h n=

（1）

（2）

将（1）式代入（2）式得

1 2 1 2( ) ( )* ( )* ( ) ( )* ( )zsr n n h n h n h n h n= = （3）

对（3）式两边取变换得： 1 2( ) ( ) ( )zsR z H z H z= 

1

2

( )
( )

( )

zsR z
H z

H z
=所以 （4）

由已知条件，可求得
4 1

( ) [ ( )]
1 13 3

3 2

zs zs

z z
R z Z r n

z z

= =  −

− −

（5）
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2 2( ) [ ( )]
1/ 2

z
H z Z h n

z
= =

−

将（5）、（6）两式代入（4）式，可求得

（6）

1

2

5 3( )
13

3

z

H z

z

= −

−

（7）

1

1 1

5 2 1
( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )

3 3 3

nh n Z H z n n −= = − 所以 解毕。

【讲评：到此，共讲了三个应问题，可用差分方程求解，

包括免子繁殖，住房贷款、物理探矿。实际上，在科研和

生产中存在大量的应用问题可以用差分方程来解决，需要

留心观察和总结，或多看资料都可以获取这方面的知识。】


